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%EOMETRIA

1. Introduccion

Definicion 1. Sea ABC' un tridngulo. El A-incirculo mixtilineo (w4) es el circulo tangente internamente
al circuncirculo del AABC' y tangente a los lados AB y CA.

A

Ta

Naturalmente, también existen incirculos mixtilineos correspondientes a B (wp) vy C (wc). Nétese el uso
del articulo “el”. En efecto, no hay méas que un incirculo mixtilineo para cada vértice de AABC.

Proposicion 1. Dado un tridngulo ABC'| existe uno y solamente un incirculo mixtilineo correspondiente
a cada uno de sus vértices.

Primero, proveeremos una forma de construir el circulo A-mixtilineo, mostraremos que tal método fun-
ciona y al mismo tiempo argumentaremos su caracter nico.

Construccion. Sea I el incentro de ANABC. La perpendicular por I a Al cortaa ABy AC en Dy
E, respectivamente. Sea M el punto medio del arco BAC y T4 el punto de corte del rayo M1 con el
circuncirculo de AABC. El A-incirculo mixtilineo es el circuncirculo del AT4DE.

Prueba. Considere la inversién f con centro A y radio AE = AD. Definamos a w4 como el circuncirculo
de ATADE. Note que (EAD) y wy son ortogonales, es decir, f(wa) = wa, asi que T = f(Ta) es el
segundo punto de interseccién de AD y wa. Sea M’ = f(M), entonces la imagen de (BAC) es la recta
T, M'; por ende, es suficiente probar que T/ M’ es tangente a w4. Sea O4 el circuncentro de ATy DE 'y ob-
servemos que AD? = AI-AO 4, por tanto f(I) = O4. Ya que M, Iy T4 son colineales y simultdneamente
LIAM = 90°, el cuadrildtero T} AM’'O4 es ciclico con didmetro OaM’, asi ZOAT,\ M’ = 90°, lo cual
implica la tangencia requerida.
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Por el teorema de Monge, A, T4 y el exsimilicentro de (BAC) y el incirculo de AABC, digamos K, son
colineales. De este modo, el punto T4 estd determinado por la segunda interseccién de AK y (BAC), por
tanto, tal punto es inico; asimismo, el circuncentro de w4 estd tnicamente determinado por el punto de
corte de Al y OT4, por ende, concluimos que wy4 es unico. O

iDebemos resaltar dos situaciones particulares! Ademads de la uni@a\d de wy, tenemos que su punto de
tangencia con (BAC), el incentro de AABC'y el punto medio de BAC son colineales; en otras palabras,
T4 I biseca al arco W; jes importante reconocer tal colinealidad! Ademas, resulta que el incentro es el
punto medio del segmento formado por los puntos de contacto de w4 y los lados AB, AC. Ambos hechos

son en extremo utiles y serd mejor establecerlos por aparte.

Proposicion 2. La recta que une el punto de contacto de wy con (BAC) y el incentro de AABC corta al
arco BAC en su punto medio.

Proposiciéon 3. El incentro de AABC es el punto medio del segmento que une los puntos de tangencia
de w4 con los lados AB y AC.

iLa demostracién anterior puede parecer grotesca! En realidad, hay suficiente motivacion para brindar tal
método de construccién de w4. En la seccién siguiente, la exposicidon sera mds suave y comprobaremos
que existe un modo més natural de obtener el A-incirculo mixtilineo.

2. Un camino mas “natural”

Un primer hecho crucial en lo que sigue se presenta a continuacion.

Proposicion 4. Sean §2 y w dos circunferencias tangentes en D, de modo que w se encuentra en el interior
de Q. Se traza una cuerda AB de €2 de modo que AB es tangente a w en C'; entonces, DC biseca el arco

AB.

Prueba. Sea O el centro de 2. Observe que D es el exsimilicentro de 2 y w, por ende, si DC' corta a €
por segunda vez en M, la tangente £ a 2 por M debe ser paralela a AB. Como OM _L ¢, inferimos que
OM 1 AB, es decir, OM es la mediatriz de AB y por consiguiente M es el punto medio del arco AB. [
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1

Se puede llegar a una demostracion més instructiva mediante inversion . En adicién, podemos brindar

un argumento mas simple a la proposicion 3.

Segunda prueba de la proposicion 3. Sean X = TxD N (ABC), X 7& Ta yY = Y =TAE N (ABC),Y # Ta.
Por la proposicion 4, X e Y son los puntos medios de los arcos BXA y C’YA por tanto, CX y BY se
cortan en I. Por el teorema de Pascal aplicado al hexdgono T4 XCABY deducimos que D, I, E son
colineales. Como AE = ADy /DAI = /EAI, la recta AI es la mediatriz de DE, de donde la conclusién
es inmediata. O

M

Encontremos algunos dngulos iguales y trapecios isésceles escondidos en la figura previa. Consideremos a
M como el punto medio del arco BAC.

Proposicion 5. Las rectas AT4 y MT4 son conjugadas isogonales en AXT,Y .

Prueba. Es claro que AM || EF debido a que ZIAM = ZAID = 90°. Por ser T4 el exsimilicentro de
way (BAC), sucede que XY || DE, luego, XY || AM, lo cual origina que AX = MY, por consiguiente,
LATAX = YTy M. O]

El hecho previo nos brinda otra prueba de la proposicion 2.

Wea el ejercicio 6.1.
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Sequnda prueba de la proposicion 2. Acabamos de inferir que ZATAX = ZYTAM, ie. LATAD =
LZETA M. Note que ATy es simediana del ADTAE, asi que LAT4D = ZET4I, es decir, ZETAM =
ZITAE. Como M e I yacen a un mismo lado respecto a Ty F, se deduce que M, I y T4 estan alineados.

La demostracion de la proposicion 5 también nos indica que AXY M es un trapecio isésceles. Es mads,
tenemos que MX =AY =YC y MY = AX = XB por tanto,

Proposicion 6. Los cuadrilateros AXY M, CYMX y BXMY son trapecios isésceles.

Usando las proposiciones 2 y 6, también podemos obtener que ZITAE = Z/MT,Y = ZACX = ZICE y
similarmente, ZIT4D = ZIBD, por ende,

Proposicién 7. Los cuadrilateros BT 41D y CTAIE son ciclicos.

Podemos decir més acerca de BTaID y CT4IFE. En efecto,
1/~ — 1l /— —
2ICY = 5 (AY + XA) -3 (CY + YM) = /CTal
Del mismo modo, /BT 41 = ZIBX. Tomando en cuenta que X e Y son los circuncentros correspondientes
de AAIB y NAIC (jpor qué?), deducimos que,

Proposicion 8. Las rectas BI y CY son tangentes al circuncirculo de CT4IE, mientras que CI y BX
son tangentes al circuncirculo de BT4ID.

El resultado interior significa que,
Proposicion 9. Los cuadrilateros BT4ID y CT4IE son arménicos.

De hecho, por la proposicion 8, obtenemos que /BIT4 = ZICTy y LToBI = /T4IC, por tanto
ABT I ~ AIT4C, es decir,

Proposicién 10. El punto de tangencia de w4 y (BAC) es el centro de semejanza espiral que traslada BI
alC.
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Lo anterior permite deducir la siguiente propiedad”.
Proposicién 11. Sea I’ el simétrico de I respecto a T4. Entonces, I’ yace sobre el circuncirculo del ABIC.

Es sumamente sencillo demostrar que M B y MC son tangentes al circulo (BIC), asi que en realidad
BICT también es armonico.

3. Mas propiedades

Si bien hemos hablado bastante del incentro en si, poco hemos dicho acerca de otros puntos igual de
importantes. De esto trata la seccién actual.

Proposicion 12. Sea @ el punto de tangencia del A-excirculo con BC. Luego, /BATs = ZQAC, i.e.
ATy y AQ son isogonales conjugadas en AABC.

Prueba. Sean T'y P los segundos puntos de interseccion de ATy con wa y MT4 con w4, respectivamente.
Dado que T4 es el exsimilicentro de wy y (BAC), tenemos que TP || AM . IA L TP. Debido a que el
circuncentro de wa yace sobre Al, inferimos que Al es la mediatriz de TP, por lo que,

LBATy = /BAT = /BAI — /TAI = L/CAI — ZPAI = ZCAP

Sean ¢p y ¢y las tangentes a wy, (BAC) por P, M, respectivamente. Note que ¢p || {57 v €ar || BC, asi
que ¢p || BC. Como A es el exsimilicentro del A-excirculo y wy, lo anterior implica que A, P, ) estan
alineados, y en conclusién, /BAT4 = /PAC = /ZQAC. O

Proposicion 13. Sea K el punto de contacto del incirculo de AABC con BC. Las rectas ATx y KTy
son isogonales conjugadas en ABTAC, i.e. /BTaK = ZAT4C.

Prueba. Es claro que /BTy A = ZBCA, lo cual aunado al lema previo conduce a inferir que ABAT 4 ~

AQAC, luego, g—% = S—g, pero recordemos que BK = CQ (K y @ son simétricos respecto al punto
medio de ?C), entonces g—% = %, lo cual junto a LTABK = /TABC = /T,AC nos indica que
ABTAK ~ NAT4C, luego, ZBTAK = LZATAC, como requeriamos. ]

2Si no tienes idea del porqué, revisa el folleto de semejanza espiral
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Sea L y M’ los puntos donde el rayo Al corta a BC, (BAC), respectivamente. La tltima semejanza
obtenida implica que Z/ZBKTy = ZACTy = ZAM'Ty = ZLM'Ty, luego

Proposicion 14. Los puntos de corte del rayo AI con BC'y (BAC), el punto de tangencia del incirculo
con BC'y el punto comiin de w4 con (BAC) (es decir, los puntos L, M’, K y T4) estdn sobre una misma
circunferencia.

Sea R = MT4 N BC. Tenemos el préximo hecho.

Proposicién 15. Las rectas CD, AR y BFE son concurrentes.

Prueba. Por el teorema de Ceva, es suficiente probar que % gg gg = 1, lo cual se reduce a mostrar
BR __

que Gp = CE Por la proposicion 9, sabemos que BTa - DI = BD - [Ta e IE - CTx = EC - IT4, luego,

BD _ DI BTy ITy BTy _ BR
CE IE ITy CTy, CT4 CR

donde hemos utilizado los hechos 2 y 3. La prueba es completa. O

M

/\«\w

N

Proposicién 16. Las rectas DE, BC' y T4M' concurren.

Prueba. Sea T = TyM’' N BC. Como /BTsR = /RTAC y ZRTAM' = 90°, descubrimos que T4T es
la bisectriz exterior de ZBT4C, por tanto (T, R; B,C') = —1. Por la proposicion 15, DE también debe
pasar por 7. ]

Vale recalcar que el circuncirculo de ART 4T es el T4-circulo de Apolonio de ABT4C.
Proposicién 17. La tangente comtn de wy y (BAC) pasa por el punto medio del TR.

Prueba. Sea S el punto medio de TR (y por ende el circuncentro de ART4T). Es sencillo obtener que,
1 _ — 1 —_— —
LSTAM = £STAR = ZSRTa = 5 (BT +MC) = 5 (BT + MB) = 2MCTy
lo cual justifica que STy es tangente a (BAC') en T4 (y por ende también es tangente a wy). O]
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Observe que R es el ortocentro de ATM'M. De este modo, si J = RM' N (BAC), J # M’, entonces,

Proposicién 18. Los puntos T, J, M estdn alineados. Es decir, las rectas TM y M’'R se cortan sobre
(BAC).

Esto nos permite reforzar la proposicion 16, pues ahora sabemos que M.J, DE, BC y TaM' concurren
en T. Ademds, implica que J es el segundo punto de intersecciéon de (RTAT) y (BAC). De hecho, por
ser (RT4T) el Ty-circulo de Apolonio de ABT4C, sucede que JBT4C' es un cuadrildtero arménico, de
modo que JT4 es la reflexién de la mediana T4 N en el tridngulo BT 4C.

Proposicion 19. El cuadrilatero JBT4C es arménico, por tanto, las rectas T4J y T4N son conjugadas
isogonales en ABTC.

Esta lista de hechos estd demasiado lejos de ser exhaustiva. Para nuestros propositos, es suficiente. Es
claro que estos resultados son validos para los otros dos incirculos mixtilineos de AABC.

4. Dos y tres incirculos mixtilineos

En esta seccién abordaremos brevemente las propiedades concernientes a dos y tres incirculos mixtilineos.
Denotemos por T¢ y T los puntos de tangencia de we y wp con (BAC), respectivamente. Supongamos
que we v wp tocan a BC' en D, E respectivamente.

Proposicién 20./Een0te por N el punto medio del inradio perpendicular a BC en AABC y M el punto
medio del arco BC' opuesto a A en (BAC). La recta M N es el eje radical de wp y we.

Prueba. Sea { el eje radical de wp y we. Por la proposicion 4, TeD y TpE se cortan en M. Veamos que
LMTC = LZMBC = ZMCB = ZECM, asi que MC es tangente a (ITpEC). Andlogamente, M B es
tangente a (TcDB), luego,

MD - -MTe=MB?*=MC?=ME - MTg

es decir, M tiene igual potencia respecto a wp y we, asi que M € £. Por otro lado, sean A1, By y E7 los
puntos de contacto del incirculo con BC, AC y el punto de tangencia de we con C'A, respectivamente.
Es simple justificar que el eje radical del incirculo y we es la base media del trapecio isésceles E1B1 A1 D,
asi que debe pasar por N. Andlogamente, el eje radical del incirculo y wp pasa por N; por tanto, N es
el centro radical del incirculo, wp vy we, luego N € £. El resultado es inmediato. O
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Note que la demostracién anterior también implica que ToTpED es ciclico. Al ser D y E puntos anti-
homologos, podemos derivar que T v T son antihomélogos respecto al exsimilicentro de wg y we; desde
luego, esto conduce a concluir que el punto de corte de ToTp v BC es el exsimilicentro de wp y we.

Proposiciéon 21. El punto de contacto de wy y (ABC'), T4, yace sobre el circuncirculo de ADME.

Prueba. Por la proposicion 2, sabemos que ZIT M = 90°; ademds, si BC'y TaM se cortan en T
tendremos que ZTTM = 90° segin la proposicion 16, luego,

MD - -MTq=MB?=MI?>=MT4-MT

lo cual significa que Tc DT 4T es ciclico. Ya que ToDETg es ciclico, obtenemos que ZDTaM = /TTeD =
ZTBED vy el hecho sigue. O

Aplicando el teorema del eje radical a (Tc DETgR), (DEMT,) y (BAC) concluimos que T¢Tp pasa por
T'; entonces, T es el exsimilicentro de wg vy we.

Proposicion 22. El punto de interseccién de la perpendicular a Al por I y BC es el exsimilicentro de
wp y we. Ademas, la recta que une los puntos de contacto de wp y we con (BAC) y la recta formada

por el punto de tangencia de wy con (BAC) y el punto medio del arco BC' opuesto a A pasan por dicho
exsimilicentro.

Tg

Volvamos a la demostracion de la unicidad de wy4, donde obtuvimos que el exsimilicentro del incirculo
y circuncirculo de AABC' yace sobre la recta que une A con el punto de contacto de (BAC) y wa. Lo
mismo debe ocurrir para los vértices B y C'. Recordando la proposicion 12, inferimos el siguiente lema.

Proposicion 23. Las rectas que unen cada vértice con el punto de tangencia de su incirculo mixtilineo
correspondiente con (BAC) y la recta que une el incentro con el circuncentro de AABC concurren en el

exsimilicentro de su incirculo y su circuncirculo, que ademas resulta ser el punto isogonal del punto de
Nagel de AABC.

En el presente contexto, OI, CT¢, BTg y AT 4 concurren en K, el isogonal del punto de Nagel de AABC.
Por 1ltimo, examinemos qué ocurre con el centro radical de w4, wp y we.

Proposicién 24. Sea S el centro radical de wa, wp v we. Luego, S yace sobre OI y divide a OI en la

razén % = —%, donde las distancias O.S y ST son tomadas como dirigidas.
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M,

Prueba. Sean M;, Ms y M3 los puntos medios de EE’, CA y AB opuestos a A, By C, respectivamente;
PQR el tridgngulo tangencial de AABC; Py, Q1 y Ry los puntos medios correspondientes de IP, IQ y
IR. Por la proposicion 20, M1 Py, MsQ1 y M3R; concurren en S. Los tridngulos AM; MoMsz y AP Q1 Ry
son directamente homotéticos con centro S (;por qué?). Ya que I es el circuncentro de AP1Q1R; y O lo
es de AM M, Ms, concluimos que S, I, O estdn alineados. Debido a que el circunradio de AP;Q1 Ry es

5, concluimos que OS : SI = R: —5 = —2R:r. O

5. Problemas resueltos

iEs momento de ilustrar el uso de las propiedades recién deducidas mediante algunos problemas de ejemplo!

Ejercicio 5.1. (EGMO 2013, P5) Sea Q el circuncirculo de AABC. El circulo w es tangente a los lados
AC y BC, y es internamente tangente al circulo 2 en P. Una recta paralela a AB que pasa por el interior
de AABC es tangente a w en Q). Probar que ZACP = ZQCB.

Solucién. Sea @' el punto de tangencia del C-excirculo con AB. Por definicién de @ y debido a que C
es el exsimilicentro de w y el C-excirculo, tenemos que C, @, Q' son colineales. Por la proposicion 12,

concluimos que ZACP = ZQ'CB = ZQCB. O
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Ejercicio 5.2. (IMO 2016 SL, G2) Sea ABC un triangulo con circuncirculo I' e incentro I. Sea M el
punto medio del lado BC. Denote por D el pie de la perpendicular desde I a BC. La perpendicular a Al
por I corta a los lados AB y AC en F'y E, respectivamente. Suponga que el circuncirculo del tridngulo
AFEF interseca a I' en un punto X diferente a A. Demostrar que las rectas XD y AM se cortan en €.

Solucion. X es el centro de semejanza espiral que envia FE a BC. Note que M e I constituyen puntos
correspondientes, asi que X manda FI a BM y por ende también transforma FB a IM, de modo
que si Q = EF N BC, tendremos que QXIM es ciclico. Sean L = AINQ, N = LM N Q. Como
ZQIL = /ZQML = 90°, deducimos que QIM L es ciclico y por tanto, QX IM L es un pentagono inscrito,
lo cual indica que ZQX L = 90°, por consiguiente, (), X y N son colineales. De acuerdo a la proposicion
18, X yace sobre LR, donde R = IN N BC.

Sea T el punto de contacto del A-incirculo mixtilineo y Q. Sabemos que T4 L pasa por @ segun la
proposicion 16. Observemos que X M T4 es el triangulo ortico de AQN L y por tanto, BC' es la bisectriz
interna de ZX MTy, asi que,

/DMTy=/RMTy=/RMX = /RNX = /XNTy=/XK'Tsy=/DK'Ty

donde K/ = XD NQ, K" # X; es decir, DMK'T4 es ciclico.
Por otra parte, usando la proposicion 13 podemos deducir que ABT4D ~ ANAT4C, por lo que,

LBDTy = LACTy = LAKTy = LMKTy

con K = AM NQ, K # A; de donde surge que DM KTy es ciclico. Finalmente, concluimos que K = K’
y por ende XD y AM se cortan sobre €.

Ejercicio 5.3. (ELMO 2017 SL, G4) Sea ABC un tridngulo agudo con incentro I y circuncirculo w.
Suponga que un circulo wp es tangente a BA, BC, e internamente tangente a w en B, mientras que
un circulo we es tangente a CA, C'B, e internamente tangente a w en C7. Si Bs y Cy son los puntos
diametralmente opuestos a B y C en w, respectivamente, y X denota el punto de interseccion de B1Cs y

By(C, probar que XA = X1.
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Prueba. Sean D y E los puntos medios %i)s arcos menores AC y @, respectivamente; asimismo,
definamos a Y como el punto medio de ACB. Sea K = BB; N CCy; por la proposicion 23, K yace
sobre OI. De acuerdo al teorema de Pascal aplicado al hexagono BB1C2C'C1 B3, la interseccién de B1Cy
y C1Bo, es decir X, estd sobre KO. Note que O = BBy NEY e I = YC; N BD, luego, el teorema de
Pascal aplicado al hexdgono Y C; Bo BDE nos asegura que X' = C1BoNDE, I e O también son colineales;
entonces X, X', K, I y O estan alineados. Como X y X' estdn sobre CBs, concluimos que X = X' y
por ende X estd sobre ED, la mediatriz de AI, de donde surge el resultado. O

Ejercicio 5.4. (Competencia Matematica Austriaca-Polaca 2016, P7) Un tridngulo ABC' es dado. Sea w
su A—incirc/ulo\ mixtilineo e I4 su A-excentro. Denote por H el pie de altura desde A a BC, E el punto
medio de BAC, M el punto medio de BC'y N el punto medio de AH. Suponga que P = MN N AE y
que el rayo PI4 corta por primera vez a w en S. Demostrar que (BSC) y w son tangentes.

E
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Prueba. Sea T4 el punto comun de wy (BAC) y L el punto de corte de la tangente comtn a estos circulos
con BC'. Supongamos que S’ es el segundo punto comun del circulo con centro L y radio LTy con w. Ya
que S'L? =TaL? = LB - LC, S'L es tangente a (BS'C), luego, es suficiente probar que S = 5.

Sea K = ET4 N BC y T el simétrico de K respecto a L. Segtn la proposicién 17, T yace sobre (T4KS’)
cuyo didmetro es KT. Sea Oy4 el centro de w. Por el hecho 16 y el teorema de La Hire, A esta sobre
la T-polar respecto a w. Ademds, como (T, K; B,C) = —1 por la proposicion 15, AK es tal T-polar, de
modo que si R = AK N OAT, se tiene que ZTRK = 90° y por ende R € (T4KS’). Debido a que este
iltimo y w son ortogonales ({por qué?), inferimos que S"T4TR es arménico. Entonces,

(In,I; BCNAILA) = —1= (5, Ta; T, R) & (K N AL 1; BC N4 A)
por tanto, S’, K e I4 estén alineados. Por otro lado, sea Q = AE N BC y veamos que,
(BCNAL A 14,1)=—1=(H,A;N,P) 2 (Q,A;P,E) 2 (BCnAT, A, KP nALI)

lo cual significa que I4 = KP N AI. En conclusién, P, S’, K e I, son colineales, por consiguiente
S=49. O

Finalicemos esta seccién con el siguiente problema.

Ejercicio 5.5. (ELMO 2014 SL, G8) En el tridgngulo ABC con incentro I y circuncentro O, sean A’, B', C’
los puntos de tangencia de su circuncirculo con sus A, B, C-incirculos mixtilineos, respectivamente. Sea
w4 el circulo por A’ tangente a Al en I, y defina wp, we de forma similar. Demostrar que w4, wg, we
tienen otro punto comtin X distinto a I, y que ZAXO = ZOXA’.

Prueba. De acuerdo a la proposicion 23, AA’, BB', CC’ y OI concurren en el exsimilicentro del incirculo
y circuncirculo de AABC, digamos K. Sea DEF el triangulo tangencial de AABC. Sean P, @}, R los
puntos de interseccién de AK, BK, C'K con el incirculo, respectivamente, luego, los triangulos ABC y
PQR son homotéticos con centro K. Como QR || BC, deducimos que ID es la mediatriz de QR y por
ende, PD es la bisectriz interior de ZQPR. El mismo resultado vale para QF y RF, por tanto, estas
rectas concurren en el incentro de APQR, digamos L, mismo que debe estar sobre la recta KI y por
tanto, K, L, I, O son colineales.
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Es simple demostrar que el A-incirculo mixtilineo y el incirculo son inversos® respecto al circulo de radio
AI y centro A, por ende, AI? = AP - AA’, lo cual implica que w4 es el circuncirculo de APIA’. Ademis,
siendo D’ el antipoda de D en el incirculo, por la proposicion 12, Py D’ son reflejos uno del otro respecto
a Al asi que ZPDI = Z/PIA = /ZPA'I, por tanto, D esta sobre w,. Andlogamente, £ € wg y F € wc,
es decir, w4, wa, we son los circuncirculos de PIDA’, QIEB’', CIFC’, respectivamente.

Consideremos la inversion respecto al incirculo y notemos que PD, QF, RF son las imagenes de
w4, wp, wo, respectivamente. Como tales rectas concurren en L, dichas circunferencias deben pasar
por el inverso de L respecto al incirculo. Este es el punto X requerido, el cual debe estar alineado con
K, L I, O.

Note que las triadas K, L, I y K, I, O son puntos correspondientes en APQR y AABC, por lo que,

OK _IK _AK _ OK _KI _KA
KI KL KP AK  KP KX~
es decir, OAX A’ es ciclico, por lo que ZOXA' = ZAAO = ZOA’A = ZOX A. {Estamos hechos! O

OK-KX =KA' - AK

6. Problemas propuestos

Ejercicio 6.1. Pruebe la proposicion 4 mediante inversion con centro M y radio M A.

Ejercicio 6.2. Demostrar que los seis puntos de interseccién de los incirculos mixtilineos con los lados de
ANABC yacen sobre una cénica.

Ejercicio 6.3. Demuestre que el A-incirculo mixtilineo y el incirculo de un tridngulo ABC' son inversos
respecto al circulo de centro A y radio Al.

Ejercicio 6.4. Deduzca dos propiedades de incirculos mixtilineos no abordadas aqui.

Ejercicio 6.5. (Corea, 2018) Sea ABC un tridngulo con circuncentro O y circuncirculo 2. El punto S es
el centro del circulo w tangente internamente a 2 en K y tangente a los lados AB y AC. El circulo con
didmetro AS corta por segunda vez a 2 en T. Si M es el punto medio de BC, demostrar que K, T, M, O
son conciclicos.

Ejercicio 6.6. (OMCC 2016, P6) Sea ABC un tridngulo con incentro / y circuncirculo I'. Sea M = BINT
y N =CINT. La paralela a MN por I corta a AB, AC' en Py ). Demostrar que los circunradios de
ABNP y ACMQ son iguales.

Ejercicio 6.7. (Sharygin 2017, Grado 9, P2) Sea I el incentro del tridngulo ABC, M el punto medio de

AC y W el punto medio del arco AB que no contiene a C. Se sabe que ZAI'M = 90°. Encuentre la razén
CI:IW.

Ejercicio 6.8. Dado un tridangulo escaleno ABC, sean D, E, F los puntos de interseccién de las perpen-
diculares a las rectas AI, BI, CI con las prolongaciones de los lados BC, C A y AB, respectivamente.
Demostrar que D, FE y F' yacen sobre una misma linea.

Ejercicio 6.9. (ELMO 2014 SL, G7) Sea ABC un tridngulo inscrito en el circulo w con centro O; sea
w4 su A-incirculo mixtilineo, wg su B-incirculo mixtilineo, weo su C-incirculo mixtilineo, y X el centro

radical de wa, wp, we. Sean A’, B’, C’ los puntos donde w4, wg, wc son tangentes a w. Demostrar
que AA’, BB', CC’" y OX son concurrentes.

Ejercicio 6.10. El tridngulo escaleno ABC' tiene incentro I e incirculo w. Sean D y FE los puntos de
contacto de w con CA y AB, respectivamente. La recta CI corta a ED en L, mientras que la recta Bl
corta a D en K. Sea X 4 el punto de tangencia del A-incirculo mixtilineo con el circuncirculo de ABC.
Demostrar que la recta X4 pasa por el punto medio de LK.

3Vea el ejercicio 6.3.
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Ejercicio 6.11. (IMO 2017 SL, G4) En el tridngulo ABC| sea w el A-excirculo. Sean D, E, F' los puntos
donde w es tangente a las rectas BC, C'A, AB, respectivamente. El circulo (AEF) interseca a la recta
BC en P, Q). Sea M el punto medio de AD. Probar que el circulo (M PQ) es tangente a w.

Ejercicio 6.12. (Jafet Baca, 2018) Sea XY Z un tridngulo acutdngulo con incentro J. Sea B un punto
sobre la recta Y Z tal que ZBJX = 90°. El rayo X J corta al circulo XY Z en C, y el segmento BC' corta
por segunda vez al circulo XY Z en E. Sea R el punto de interseccion de JE con Y Z. Denote por £ a la
base media de BJ en ABRJ. Demostrar que pueden seleccionarse puntos £y T sobre £ y A sobre XE
tales que:

a) JAFET es un pentagono ciclico.
b) Los circulos FYE y ZTFE se cortan sobre YZ, y
c) La recta ¢ es tangente a los circulos FYE y ZTE.

Ejercicio 6.13. (Taiwan TST 3 2014, P3) Sea M un punto sobre el circuncirculo de AABC'. Suponga que
las tangentes desde M al incirculo cortan a BC en X7 y Xs. Probar que el circuncirculo de AM X X5
interseca al circuncirculo de AABC por segunda vez en su punto de tangencia con el A-incirculo mixtilineo.

Ejercicio 6.14. (Mathematical Reflections O451). Sea ABC un tridngulo, I' su circuncirculo, w su incirculo
e I el incentro. Sea M el punto medio de BC. El incirculo w es tangente a AB y AC en F y E,
respectivamente. Suponga que M corta a I' en puntos distintos P y Q. Sea J el punto sobre EFF tal que
M J es perpendicular a EF. Muestre que I.J y el eje radical de (M PQ) y (AJI) se cortan en I

En la pagina siguiente se incluyen algunas ideas que pueden ser ttiles para llegar a una solucién, sin
embargo, estdn lejos de resolver el problema por si solas (a excepcién de alguno por ahi). Solamente
constltalas si llevas al menos una hora intentando el problema y contintas bloqueado.
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7. Hints

10.

11.

12.

13.

14.

. Hay un par de circulos ortogonales.

Teorema de Carnot (para cénicas).

Considera dos pares de puntos antihomdélogos.

jPura diversion! Probablemente no sea posible escribir un articulo que involucre todas las propiedades.
Hay varios angulos rectos. Mantén en mente las proposiciones 17 y 19.

Obtén algunos paralelogramos y un par de tridngulos congruentes convenientes.

Mediatrices y paralelas.

iMonge es nuestro amigo :)!

iEsto es propiedad!

Hay un ortocentro oculto y también un par de antiparalelas.

Recuerda la proposicion 4.

Escoge un punto obvio sobre BC' y no olvides el hecho 16. Hay una definicién alternativa de F'y T.
Considera el dual del teorema de involucién de Desargues.

Ese punto de interseccién ya lo conocemos. Redefinelo y demuestra que esté sobre I.J y el eje radical
de (MPQ)y (ALJ).
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