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En este articulo -cuyo requisito principal es dominar las propiedades basicas de inversiéon y semejanza espiral-, se
introduce un método de resolucién de problemas geométricos poco usual, sin embargo, bastante ttil: la composicién
de inversién y reflexion con respecto a la bisectriz interna de un angulo determinado. En lo que sigue, obtendremos
las imagenes de puntos generalmente utilizados, resolveremos problemas recientes y se proponen ejercicios al lector.

1. Introducciéon
Primero, establezcamos el siguiente resultado.

—‘ Lema 1.

Sea ABC' un tridngulo. Llamemos por f la inversién con centro A y radio r = vVAB - AC y sea g la
reflexién con respecto a la bisectriz interna del angulo ZBAC. Definamos la siguiente funcién,

d=gof

entonces, se tiene que ®(B) = C.

C*

Prueba. Sea X* = f(X). Veamos que,
AB-AB* = AB- AC = AC* - AC
por lo que AB* = AC'y AB = AC*. Ya que AB*AC es isdsceles, se sigue que C' = g(B*), de donde ®(B) =C. O

Evidentemente, ® hereda las propiedades de inversién, por lo que también ocurre que ®(C') = By ®(BC) = (ABC).
Ademds, resulta que el cuadrildtero BB*CC* es un trapecio isésceles, luego, por simetria, el punto D = BC'NB*C*
pertenece a la bisectriz interna del ZA, a saber, £. Observemos un dato fundamental: los vértices de AABC son
fijos bajo esta inversién especial.

A pesar de su sencillez, esta composicién particular de inversion y reflexiéon nos permitird adelante resolver problemas
de dificultad avanzada, por ejemplo, el séptimo problema de geometria euclidiana del shortlist de la IMO 2016.
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2. Algunas imagenes de puntos, rectas y circunferencias utiles

2.1 Circuncentro, ortocentro y la A-simediana

H*

K*

Sean O, H, K, N y M el circuncentro, el ortocentro, el A-punto HM, el punto medio de BC y el punto medio de
la cuerda A-simediana, todos respecto al AABC. Naturalmente, para cualquier recta 1) que pasa por A, tenemos
que f(¢) =1, por lo que ®(¢) serd la reflexién de 1) con respecto a £. Por tanto, cualquier par de rectas isogonales
con respecto a los lados AB y AC son sus imdgenes correspondientes. Siendo asi, ®(AH) = AO y ®(AN) = AM.
Ahora, obtenemos los siguientes resultados.

—‘ Lema 2.

1. La imagen de O es la reflexién de A con respecto a BC, a saber O*.

2. Sea H* = (BOC) N OA, entonces ®(H) = H*.

3. El circuncirculo de ABHC se transforma en el circuncirculo de ABOC.

4. Sea K* el punto de interseccién de las tangentes a (ABC) por By C. Luego ®(K) = K*.
5. ®(N) = N*.

6. La imagen de M es M*.

7. El punto K es la reflexién de M* en BC.

Sketch. Las dos primeras propiedades podemos demostrarlas mediante semejanza de tridngulos y utilizando isogo-
nales adecuadas. Por ejemplo, para el resultado 1, es suficiente probar que ABAO* ~ AOAC, ya que obtendriamos
que BA-CA=0*A-0A, y por ende, ®(O) = O*. En el caso del punto 3, esto surge de los dos primeros hechos
y de que ®(B) = C. Para el item 4, necesitamos probar que K* yace sobre el circuncirculo del AABC, tan obvio
como es. La prueba del resultado 5 es completamente similar. Para el inciso 6, recuerda que ®(BC) = (BAC).
Para el séptimo hecho, ZM*BC = LZM*AC = /BAM = Z/ZKN*C = ZKBC' y anélogamente /KCB = Z/ZBCM*,
por lo que BKCM* es un romboide y la conclusion es inmediata. O
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2.2 ;Y qué acerca del incentro?

Esta configuracion es aiin més impresionante. Definamos puntos I,14,Ip e Ic como es usual, X4 el punto de
tangencia del incirculo A—mixtilineo y (BAC), L un punto sobre BC tal que AL es la bisectriz exterior del ZA, D

y D* los puntos de corte del rayo Al con BC'y (BAQO), respectivamente, M el punto medio de W, D el punto de
tangencia del incirculo con BC'y K su simétrico con respecto al punto medio de BC' y E* la segunda interseccién
de (DK D*) con (BAC). Podemos deducir lo siguiente:

—‘ Lema 3.

1. El inverso de [ es I4.

2. Ic e Ip son imagenes mutuas bajo ®.

. El circuncirculo de AI4Iglc se transforma en el circuncirculo de Alglic.
. P(Xa) =K.

La imagen de M es L.

La imagen de D es D*.

N o e w

®(E*) = E.

Sketch. Semejanza otra vez. Para la primera conclusién, muestra que ABAI ~ AT, AC. Andlogamente, el hecho
2 surge con la semejanza de AIcAB e AACIg. A partir de estos dos resultados podemos inferir el espectacular
inciso 3. Para 4, nuevamente recuerda que ®(BC) = (BAC) y que AX 4 y AK son isogonales (esto es excesivamente
util). Para el quinto resultado, la receta es semejanza, pero primero prueba que MC es tangente a (LAC). La
demostracion del hecho 6 es trivial. El punto 7 merece mas detalles. Es conocido que X 4 es el centro de semejanza
espiral que manda BE a AC, entonces /ZBEX, = LZACX 4 = LAD*X 4, luego X 4 EDD* es ciclico. Notemos que
(XAEDD*) es la imagen de (DK D*E*), por tanto ®(E*) debe ser la interseccién de BC' con el primero, es decir,
el punto E, como requeriamos. O
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3. Problemas resueltos

iVamos a divertirnos un rato!

—‘ Ejemplo 1.

(OIM 2016, P5) Las circunferencias Cy y Cs se cortan en puntos diferentes A y K. La tangente comun
a C1 y Cy mas cercana a K toca a C7 en By a Cyen C. Sea P el pie de altura desde B a AC, y sea Q
el pie de altura desde C' a AB. Si E y F son los simétricos de K con respecto a las rectas PQ y BC,
respectivamente, demostrar que A, E'y F' son colineales.

Prueba. Observemos que /CBF = /KBC = /BAK y /BCF = /KCB = /ZCAK, por tanto /BFC = 180°— /A
y BACF es ciclico, entonces ZBAF = /BCF = Z/ZKCB = ZCAK. Como AK biseca a BC, inferimos que AF es
simediana del AABC. Por ser PQ antiparalela a BC, entonces AF' es mediana y AK es simediana del AAQP.
Ademsds, por el lema 2.7, K es el A—punto HM en AABC, por lo que K € (AQP); por ende, el misma lema nos
permite deducir que E es el A—punto HM del AAQP, por lo que AFE biseca a QP y de ahi el resultado. O

—‘ Ejemplo 2.

(Olimpiada Matematica Rusa, 2009) En el tridngulo ABC' con circuncirculo @, la bisectriz interna del
dngulo ZA interseca a BC' en Dy ) por segunda vez en E. EL circulo de didmetro DE corta a
nuevamente en F. Probar que AF' es una simediana del tridngulo ABC.

Prueba. Sea M el punto medio de BC. Es claro que DM EF es ciclico. Ya que ®(D) = E, el circulo (DMEF) es
ortogonal a la circunferencia de centro A y radio r = vV AB - AC y como su didmetro DE yace sobre la bisectriz
interna de ZA, entonces (DM EF') es su propia imagen bajo ®. Luego, ®(M) es el segundo punto de interseccién
de (DMEF)y ®(BC) = (BAC), a saber, F. Por el lema 2.6, F tiene que ser el segundo punto de interseccién de
la A—simediana con . El resultado sigue. 0
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—‘ Ejemplo 3.

(USAMO 2017, P3) Sea ABC un tridngulo escaleno con circuncirculo €2 e incentro I. El rayo AI corta
a BC e interseca a €2 de nuevo en M:; el circulo con didmetro DM corta €2 otra vez en K. Las rectas
MK y BC se cortan en S, y N es el punto medio de I.S. Los circuncirculos de AKID y AMAN se
cortan en puntos L; v Ly. Probar que  pasa por el punto medio de IL; o ILs.

Prueba. Sean M*, K* T, I, v R el punto medio de W, el punto medio de BC, el segundo punto de interseccién
de la recta M*I con €, el A- excentro de AABC' y el punto donde M*I corta nuevamente a (BIC). Inicialmente,
notemos que los cuadrilateros AM*K*D y DK*M K son ciclicos, luego, por el teorema del eje radical, M* A pasa
por S, por lo que ZSAI = 90°. Asimismo, ZM*Al4 = 90° = ZM*RI 4, asi que AM*I4R es ciclico, por lo que el
mismo teorema antes mencionado nos lleva a concluir que I4R pasa por S. Como ZM*TM = 90° = ZM*RI 4,
entonces MT || I4R y ya que MN || 145, deducimos que N, T y M son colineales. En adicién, inferimos que T es
el punto medio de TR, por lo que es suficiente probar que R es un punto comin de (M AN) y (KID).

Sea R* = SIN M*I4. El ortocentro de ASM*I4 es I, asf que ZIR*I4 = 90° y por ende R* € (BIC). Notemos
que ZAR*I = ZAM*I = ZAI R e ZIAR* = /IM*I4 = /RAI,, por tanto ARAI4 ~ ATAR*, luego AR- AR* =
Al - ATpn = AB - AC, entonces ®(R) = R*. Definamos los puntos N* = ®(N) y T* = &(T). Sabemos que
T* yace sobre BC tal que Z/ZBAT = /T*AC. Como N, T y M son colineales, entonces N*, T* ®(M) = D
y A son conciclicos. Como N y R* estd sobre SI, también R, N*, ®(S) = M*, ®(I) = I4 y A yacen sobre
una misma circunferencia, luego N* = (ADT*) N (AM*I4R), N* # A. Ahora bien, ®[(MAN)] = DN* y
O[(KID) = (K*I,M)], pero observemos que,

LAN*D = LZAT*D = LZAMT = LZAI,R = ZAN*R

luego, D, R* y N* son colineales. Ademas, Al es la bisectriz del ZRAR* y M es el circuncentro de ARIR*, entonces

M yace sobre (RAR*), cuyo inverso respecto a (BIC) es RR*. Como MI? = MD - M A, concluimos que D es el

inverso de A respecto a (BIC) y por ende R, Dy R* estan alineados. Concluimos que D, R* y N* son colineales,

por consiguiente, R estd sobre (M AN). Ademads, dado que M*C es tangente a (BIC), entonces,
M*M-M*K*=M*"C*=M*R*- M*I4

asi, R*K*M1I4 es ciclico, por lo que R estd sobre (KID). jEstamos hechos! O

Iy

Ahora, disfrutemos resolver el peniltimo problema de geometria euclidiana del IMO 2016 SL.
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—‘ Ejemplo 4.

(IMO 2016 SL, G7) Sea I el incentro de un tridngulo no equildtero ABC, I4 el A—excentro, Iy la
reflexién de I4 en BC, y [, la reflexién de la recta AI’; en AI. Definanse puntos Ip,Ij; v la recta ip

andlogamente. Sea P el punto de corte de l4 y Ip.

i) Probar que P yace en la recta OI, donde O es el circuncentro del tridngulo ABC.

ii) Una de las tangentes desde P al incirculo del tridngulo ABC corta al circuncirculo en puntos X

e Y. Mostrar que Z/X1TY = 120°.

P ~ IA

Prueba i). Primero hagamos algunas preparaciones. Sea ® la inversién centrada en C' con radio vCA - CB seguida
de una reflexién en CI. Como ®(Ip) = I4 entonces Clp-CIy = CA-CB, luego Cl - CI)y = CA- CB, entonces
®(I))) = I, por tanto AI,CA ~ ABCIp. Por definicién de [, y I, tenemos que LPAB = LCAI)y = ZCIzB y
LABP = /I;BC = LAI,C, de donde surge que APAB ~ ACAI; ~ ACIpB. Sea R =1y AN IgB. Nétese que
C es el centro de semejanza espiral que manda E a 11/373, asi que CRBI'y y CAIRR son ciclicos, a la vez que
manda 11’473 a Ailj’g. Como AIpCA = ANACIg, entonces AIgCA ~ AT, CB ~ AACT}, por lo que,

/B

/BIC = /I AC = /CAIz = 90° — %; LOBIy = LCIpA = LCIpA=90° — =~

Sea @) = AI; NIy B. Podemos inferir que,
/C

/AQB = /I3AB — Z/ABI)y = /A — Z/IgAC — ZCBI4 + /B = 90° — - - ZC

pero ZAPB = /I4CA = 90° — £ — ZC, luego, PABQ es ciclico. Ahora bien, (CAILR) = ®(I,B) y
(CI4BR) = ®(AIj), por tanto ®(Q) = R. Por otro lado, veamos que B envia AP a CIj,. Como Q € Alj

y PQBA es ciclico, entonces A, P y @ son colineales; por ende, si ®(P) = P*, entonces C, R y P* estdn alineados.
Ademsds, ®(PABQ) = P*BAR, por lo que este tltimo es ciclico.
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Pasemos a la solucién del inciso i). Sean O* e I la reflexién de C en AB y el C'—excentro de ABC, respectiva-
mente. Sabemos que ®(0) = O* y ®(I) = Io. Es suficiente probar que P*CO*I¢ es ciclico. Sea J la reflexién de
Ic en AB. Es claro que CO*IxJ es un trapecio isésceles y por ende, ciclico. Tenemos que ZAJB = ZAIcB =
90° — % = /IyCB = ZARB, por tanto ARJB es ciclico. Ademéas, ZCRA = ZCBI; =90° — % = /ZJBA por
consiguiente, C, R, J son colineales, asi P* = J y el primer resultado sigue. O

Prueba ii). Tenemos que APCI ~ [«CP*y APCO ~ AO*CP*, entonces % = CCPI* y Olfloj* = gpo* . Dividiendo

. PI _O*P* _ CI _ cl _ _ _
ambos expresiones obtenemos que -5 - ToP~ = Co» bero O*P* =Cl¢, Tic = %, P*Ic =2rc y CO =R, por
tanto,

PI
R-— =2
PO~ 7"
Usando que OI? = R? — 2rR, es sencillo obtener que R? = OP-OI, i.e. P es el inverso de I con respecto a (ABC),
luego PX - PY = PI- PO (jpor qué?) y el cuadrildtero X JOY resulta ser ciclico. Sea Z el punto de tangencia de

XY y el incirculo, y W el punto medio de XY, entonces,

OP Rr R
OW =r- oI  2r 2
. R/2 1 .
por consiguiente, cos ZWOX = " ~3 y concluimos que ZIWOX = 60°, por lo que,

LXTY = /ZX0Y =2/WO0X = 120°

como requeriamos.

4. Problemas propuestos

Advertencia: los problemas no estdn ordenados segin su facilidad :). jFeliz resolucién de problemas!

1. (ELMO 2013 SL, G3) En el tridngulo ABC, un punto D yace sobre el lado BC. El circuncirculo de ABD
corta a AC en F (distinto a A), y el circuncirculo de ADC corta a AB en E (distinto a A). Probar que, a
medida que D varia, el circuncirculo de AEF siempre pasa por un punto fijo diferente de A, y que este punto
fijo yace sobre la A—mediana de ABC.

2. (ELMO 2014, P5) Sea ABC un tridngulo con circuncentro O y ortocentro H. Sean w; y ws los circuncirculos
de los tridngulos BOC' y BHC, respectivamente. Suponga que el circulo con didmetro AO corta a w; de nuevo
en M, y la recta AM corta a w; nuevamente en X. Similarmente, suponga que el circulo con didmetro AH
interseca a wo por segunda vez en N, y la recta AN corta a wy por segunda vez en Y. Probar que M N || XY.

3. (USA TST 2005, P6) Sea ABC un tridngulo acutdngulo escaleno con O como su circuncentro. El punto P
yace dentro del tridangulo ABC con /PAB = /PBC y /PAC = ZPCB. El punto @ yace sobre la recta BC
tal que QA = QP. Demostrar que ZAQP = 2/0QB.

4. (Mathematical Reflections, 0371) Sea ABC un tridngulo con AB < AC. Sean D, E los pies de alturas
desde B,C a AC, AB, respectivamente. Sean M, N, P los puntos medios de los segmentos BC, M D, M E,
respectivamente. La recta NP corta a BC de nuevo en S y la paralela por A a BC interseca a DFE en T.
Probar que ST es tangente al circuncirculo de ADE.

5. (ELMO 2012 SL, G7) Sea ABC un tridngulo acutdngulo con circuncentro O tal que AB < AC. Sea Q
la interseccién de la bisectriz externa del ZA con BC, y sea P un punto en el interior de ABC tal que
ABPA ~ ANAPC. Muestre que ZQPA+ Z0QB = 90°.

6. (EGMO 2013, P5) Sea Q el circuncirculo del AABC'. El circulo w es tangente a los lados AC' 'y AB, y es
internamente tangente al circulo Q2 en P. Una paralela a AB que corta a ABC en su interior es tangente a w
en (). Demostrar que ZACP = ZQCB.

7. (IMO 1996, P2) Sea P un punto en el interior de un tridngulo ABC' tal que
/APB - Z/ACB = /APC — /ABC

Sean D, E los incentros de los tridngulos APB y APC, respectivamente. Muestre que las rectas AP, BD,CE
concurren.
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