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1. Una breve introduccion a la razdén cruzada

La razon cruzada es una invarianza fundamental en geometria euclidiana. Dados cuatro puntos alineados
A, B, C, D, podemos definir la razén cruzada como:

BA DA
AC;B,D)= —:— 1
(A,C:B,D) = 25 o (1)
donde las longitudes son dirigidas; esto es, establecemos una direccién particular como positiva y su

opuesta como negativa. Precisamente, ocurre que (A4, C; B, D) > 0 si los segmentos AC' y BD son disjuntos
o bien uno esta contenido en el otro.

Definicién 1.

Sea P un punto no colineal con A, B, C, D. Las rectas PA, PB, PC, PD forman un haz,
representado como P(A,C; B, D).

A partir de la definicién anterior, podemos probar nuestro primer resultado:

Proposicién 1. }

Dado un haz P(A,C; B, D) y otra recta £, sea A’ = PAN{. Los puntos B’, C’, D’ se contruyen de
forma andloga. Entonces (A4,C;B,D) = P(A,C;B,D) = (A',C"; B',D").

Figura 1: El haz P(A,C; B, D).

Demostracion. Al aplicar el teorema de la bisectriz generalizado a AAPC con transversales PB y PD,
respectivamente, obtenemos

BA  PA sin/ZBPA DA PA sinZDPA
BC ~ PC smzBPC ° DC~ PC sin/DPC
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por tanto
BA DA sin/BPA sin/ZDPA
A C;B,D)=—": = .
(4,C; B, D) BC DC sin/ZBPC sin/ZDPC
donde las longitudes son dirigidas. Lo anterior claramente implica la conclusién deseada. O

El hecho anterior muestra el porqué la razén cruzada permanece constante: al considerar puntos de
intersecciéon de una recta con un haz del cual no forma parte, los cuatro puntos resultantes conser-
van la razén cruzada de los cuatro puntos originales. Una forma comin de representar este hecho es

(A,C;B,D) £ (A, C"; B, D).

Una situacién similar acontece al relacionar haces con circunferencias.

—‘ Proposiciéon 2. }

Sean A, B, C'y D puntos sobre una circunferencia I' y P otro punto sobre I'. Luego

BA DA
|P(A,C;B,D)| = BC DO

es decir, la razén cruzada (A, C; B, D) es independiente de P.

Figura 2: Razén cruzada en una circunferencia.

Demostracion. Usando la prueba del hecho anterior y por la ley del seno en circunferencias deducimos

que
sin/BPA sin/ZDPA

sin /ZBPC sin ZDPC

=[(4,C;B,D)| = |P(A,C; B, D)|

BA DA
BC " DC

O

En efecto, si AC'y BD se cortan P(A, C; B, D) es negativo, y positivo en caso contrario. La proposicién an-
terior indica que, al considerar los puntos comunes correspondientes A’, B, C’, D' del haz P(A,C; B, D)
con otra recta, entonces (A’,C’; B',D') = (A,C; B, D); a su vez, esto significa que al proyectar un haz
dado sobre una circunferencia o viceversa, la razén cruzada mantiene su caracter invariante.
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Otras propiedades

1. Sir es un ntmero real y A, B, C son puntos distintos que yacen sobre una misma recta ¢, entonces
existe un tnico punto D en /¢ tal que (A,C; B, D) =r.

2. Se tiene que (A,C;B,D) = (B,D;A,C).

3. El inverso de la proposicién 1 también es cierto; es decir, si (A,C;B,D) = (A',C";B,D'), y
A, B, C, Dy A’, B', C', D’ son dos cuartetas de puntos colineales, entonces AA’, BB', CC’', DD’
concurren.

2. Concurrencia y colinealidad: teoremas

2.1 Teoremas de Pascal y Brianchon

Teorema 1 (Pascal).

Sea ABCDEF un hexdgono inscrito (no necesariamente convexo) en un circulo I'. Entonces, los
puntos P = ABNDE, Q = BCNEF y R=CDnN FA est4n alineados.

Figura 3: Teorema de Pascal.

Demostracion. Definanse K = DENBC y L = DC N EF. Por las proposiciones 1 y 2, se obtiene que,
B F
(D,E;P,K)=(D,E;A,C)=(D,L;R,C)

luego, tomando en cuenta el inverso de la proposicién 1, se concluye que EL, PR y KC concurren en ().
La colinealidad sigue inmediatamente. O

Ademids de su version original, una de las razones que explican la tremenda utilidad del teorema de Pascal
es que también es valido en casos extremos (como las que se muestran en la figura 4); esto es, cuando se
cuenta con menos de 6 puntos sobre la circunferencia de referencia.

Tales situaciones degeneradas ocurren cuando dos de ellos coinciden, en cuyo caso la recta que los une estéa
dada por la tangente correspondiente. Sin embargo, ain en estas circunstancias, continuamos trabajando
con hexdgonos repitiendo los vértices respectivos. Por ejemplo, el panel izquierdo de la figura 4 refleja la
aplicacién del resultado al hexdgono ABCDEE (pentdgono ABCDE). Entretanto, las graficas central y
derecha corresponden a los hexdgonos ABCCDD (cuadrildtero ABCD) y AABBCC (tridngulo ABC)).
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Figura 4: El teorema de Pascal admite versiones degeneradas.

A B C D FE F
A B D FE

Una técnica 1til para no olvidar los pares de rectas que determinan los puntos colineales es tomar los
vértices consecutivos cuyas posiciones son las mismas al considerarlas médulo 3. Es decir:

Mas interesante atn, el teorema de Pascal continia siendo cierto para cualquier permutacién de los vérti-
ces de ABCDFEF. Al emplearlo, debe tenerse suficiente cuidado con el orden de los puntos para que
obtengamos la colinealidad deseada. Vale mencionar que el resultado también aplica para coénicas; sin
embargo, la version para circunferencias es por mucho la més frecuente en olimpiadas.

Por otro lado, un resultado intimamente relacionado al teorema de Pascal (no a primera vista) viene dado
por:

Teorema 2 (Brianchon).

Sea ABCDEF un hexdgono circunscrito (no necesariamente convexo) a un circulo I'. Luego, las
rectas AD, BE y C'F son concurrentes.

Resulta que los teoremas de Pascal y Brianchon son duales bajo la transformacion polar, en la que pro-
fundizaremos al estudiar polos y polares. Esto significa que, al tomar la colinealidad proporcionada por
teorema de Pascal y aplicarle la transformacién polar con respecto al circulo de referencia, inmediatamen-
te obtenemos la concurrencia que el teorema de Brianchon implica.

Al igual que con el primer hecho, el teorema de Brianchon estd sujeto a versiones degeneradas. En este
caso, los vértices “degenerados” coinciden con los puntos de tangencia entre el poligono y el circulo
inscrito. En efecto, al aplicar el teorema de Brianchon al hexdgono ABCDEF con D, F'y B puntos de
tangencia (como lo muestra el panel derecho de la figura 6), redescubrimos que los puntos de tangencia
del incirculo de AACE concurren (en el punto de Gergonne).

En el caso de Brianchon, las rectas estan formadas por los puntos cuyas posiciones son las mismas médulo
3.
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Figura 5: Teorema de Brianchon.

A
E
A
B D ¢ B
C F, F
P P
T E D ‘A B E D C

Figura 6: Casos degenerados del teorema de Brianchon.

A B C D FE F
A D

C F

2.2 Teorema de Pappus

El teorema de Pappus, con el mismo sentido pero mayor simplicidad que el teorema de Pascal, también
brinda una triada de puntos alineados.

— Teorema 3 (Pappus).

Sean A, B, C tres puntos colineales (no necesariamente en ese orden) y D, E, F tres puntos
alineados (no necesariamente en ese orden). Luego, los puntos de interseccién de las rectas AE, BD;
AF, CD y BF, CFE yacen sobre una misma recta.

Demostracion. Consideremos los puntos S = CDNBF, R =CENPQ,0=CANFD, K =PQnAO
y L =CP N FO. Observemos que

=

(C,8;R,E) 2 (K,Q;R,P) £ (0,D;E, L) £ (0,B;A,0) £ (E,R;S,C) = (C, S; R, E)

por consiguiente R = R’ y el resultado sigue. O
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D E F

Figura 8: Prueba del teorema de Pappus.

Otra idea posible de demostracién es considerar las dos rectas como una cénica degenerada, por lo que la
colinealidad surge al aplicar el teorema de Pascal.

Una forma sencilla para no olvidar qué rectas determinan los puntos de interseccién es la siguiente.

Se
&
|

Cabe destacar que el teorema es valido sin importar el orden de los dos pares de triadas de puntos que
estamos considerando, como lo escenifica el diagrama derecho de la figura 7.

2.3 Teorema de Desargues

Consideremos dos tridngulos arbitrarios ABC y DEF. Antes de establecer el principal resultado, es
necesario proporcionar dos definiciones fundamentales.

—‘ Definicion 2.

Los tridngulos ABC'y DEF estan en perspectiva con respecto a un punto (digamos O), si las rectas
que unen sus vértices correspondientes —a saber, AD, BE y CF—, concurren en O.
Este punto recibe el nombre de perspector de NAABC' y ADEF.
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—‘ Definicién 3.

Los triangulos ABC' y DEF estan en perspectiva con respecto a una recta si los puntos de interseccién
de los pares de lados correspondientes de ambos tridngulos —es decir, P = ABNDE, Q = CANFD
y R = BC N EF—, estén alineados.

La recta PQ es conocida como la perspectriz de AABC' y ADEF.

B A
P C
o
XQ\R
o) —~a
E F
D *D
(a) Perspectiva con respecto a un punto. (b) Perspectiva con respecto a una recta.

— Teorema 4 (Desargues).

Los triangulos ABC y DEF estan en perspectiva con respecto a un punto si y solo si estdn en
perspectiva con respecto a una recta.

Es decir, si AABC y ADEF poseen un perspector, también deben tener una perspectriz y viceversa.

Figura 10: Teorema de Desargues.

Demostracién. Sean J = BCNAD, K = PQNAD y L = EFNAD. Ademés, definamos R’ = BC' N PQ
y R" = EF N PQ. Por la propiedad 1, sabemos que P, Q y R estn alineados si y solo si (P,Q; K, R') =
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(P,Q; K,R"). Pero,
(P.QK.R)=(P.Q:K,R") <= (B,C;J,R) = (P,Q;K,R) = (P.Q:K,R") 2 (E,F;L,R")
por lo que (P,Q; K,R') = (P,Q; K,R") siy solo si AD, BE y C'F concurren, como requerfamos. O

Notemos ademés que el hecho de que AABC y ADFEF estén en perspectiva respecto a O implica, de
acuerdo con el teorema de Desargues, que ABPE y ACQF estén en perspectiva respecto a la recta AD
y viceversa. Similarmente, si AABC y ADFEF estan en perspectiva respecto a PQ, los tridngulos ABPE
y ACQF también estan en perspectiva respecto a R. Es decir, un par de tridngulos en perspectiva nos
brinda otro par de tridngulos con la misma propiedad.

D
B
P
C
! Q&.
E F R
(a) Las rectas BC, EF y P(Q son paralelas. (b) Las rectas BE, CF y AD son paralelas.

Figura 11: Versiones degeneradas.

Al igual que los teoremas anteriores, es muy comun reconocer versiones degeneradas del teorema de
Desargues en problemas de olimpiada. La figura 11a ilustra el caso en que un par de lados correspondientes
son paralelos, BC' || EF. Segun el resultado, P, = BCNEF debe estar sobre PQ, por tanto PQ también
es paralela a BC'y EF. Entretanto, el grafico 11b ilustra la situacién particular en la que BE || CF. Por
un argumento similar al anterior, también concluimos que AD es paralela a estas rectas.

3. Problemas resueltos

—‘ Ejemplo 5.

(Iberoamericana 2014, P5) Sea ABC' un triangulo acutédngulo y H su ortocentro. Sea D el pie de la
altura desde A a BC. Sean M y N los puntos medios de BH y CH, respectivamente. Las rectas
DM y DN cortan a ABy AC en X y Y respectivamente. Si P es la interseccién de XY con BH y
@ la interseccion de XY con C'H, demostrar que H, P, D, @ estan sobre una circunferencia.

Solucion. Notemos que los tridngulos XM B y Y NC estan en perspectiva con respecto a la recta AD.
Asi, por el teorema de Desargues, las rectas XY, M N y BC' deben concurrir. Sin embargo, al ser M N
base media de BC inferimos que M N || BC; por tanto XY también debe ser paralela a estas rectas.
Observemos que el triangulo BM D es isésceles en M, ya que este punto es el circuncentro de BHD.
Como X P || BD, es sencillo concluir que X PDB es un trapecio isdsceles (y ciclico, de paso). Entonces

/DHQ = /DHC = /ABC = /XBD = /QPD
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Figura 12: Problema 5 de la OIM 2014.

como requeriamos.

—‘ Ejemplo 6.

(APMO 2008, P3) Sea I' el circuncirculo del tridngulo ABC. Un circulo que pasa por A y C corta
a los lados BC'y BA en D y E, respectivamente. Las rectas AD y C'E intersecan a I' por segunda
vez en G y H, respectivamente. Las tangentes a I' por A y C intersecan a la recta DE en L'y M,
respectivamente. Probar que las rectas LH y MG se cortan en I'.

Figura 13: Un cuadrildtero ciclico innecesario gracias al teorema de Pascal.

Solucion. Sean Q = DENAC, P=BQNT, P#B, L'=PHNAAy M' = PGNCC. Por el teorema
de Pascal en los hexdgonos BPHCAA y BPGACC inferimos que Q, L', E, D, M’ son colineales, asi
que L =Ly M’ = M: por tanto, QB, LH y MG concurren en P, el cual estd sobre T. ]

—‘ Ejemplo 7.

(Lista Corta IMO 2017, G1) Sea ABC DFE un pentégono convexo tal que AB = BC = CD, ZEAB =
/BCDy /EDC = ZCBA. Probar que la perpendicular desde E a BC' y los segmentos AC'y BD

son concurrentes.
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Solucién. Denotemos por J y K los puntos de corte de BA y DE, CD y AFE, respectivamente. Las
condiciones angulares junto a AB = BC = CD implican que ABCK y BCDJ son romboides. Por el
teorema de Pitot, ambos cuadrildteros tienen un incirculo. Debido a que comparten los dngulos ZABC,
/ZBCD y el lado BC, sus incirculos deben coincidir, i.e. ABC'DFE es un pentdgono circunscrito con
incentro I. Sea F' el pie de la perpendicular desde E a BC. Tenemos que

/DEF =270° — ZEDC — /BCD = 270° — ZABC — ZEAB = /FFA

de modo que E, I y F son colineales. Luego, por el teorema de Brianchon al hexdgono ABFCDE, se
obtiene que EF, AC'y BD son concurrentes. O

Figura 14: Problema G1 de la lista corta de la IMO 2017.

—‘ Ejemplo 8.

(IMO 2019, P2) En el tridngulo ABC', el punto A; estd en el lado BC'y el punto B esté en el lado AC.
Sean Py @ puntos en los segmentos AA; y BB, respectivamente, tales que PQ es paralelo a AB. Sea
P; un punto en la recta PB; distinto de By, con By entre Py P,y ZPP,C = ZBAC. Anélogamente,
sea (1 un punto en la recta Q A; distinto de Ay, con Aj entre Qy Q1,y LCQ1Q = LCBA. Demostrar
que los puntos P, @), P;, y (1 son conciclicos.

Solucién. Sin pérdida de generalidad, supongamos que BC' > AC. Definamos los puntos S = BA; N PB;
y T = AB1 N QA,. Por el teorema de Pappus aplicado a los puntos P, By, Sy T, Ai, Q concluimos que
A, By el punto de interseccion de PQ y ST son colineales. Sin embargo, PQ || AB, asi que forzosamente
ST || AB. De este modo,

/PP,C = /BAC = /STC y /QQiC =/CBA= /TSC

lo que implica que STCP; y TQ1SC son ciclicos, por ende C, P, @1, S y T yacen sobre la misma
circunferencia. Entonces ZSPQ1 = £ZSTQ1 = ZPQQ1; por consiguiente, PQQ1 P es ciclico. O
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Figura 15: Problema 2 de la IMO 2019.

4. Problemas propuestos

1.

Sea ABCD un cuadrilatero con incirculo. Sean M, N, Py @ los puntos de tangencia del incirculo
con los lados AB, BC, CD y DA, respectivamente. Probar que las rectas AC, BD, MP y NQ
concurren.

(Selectivo IMO, Moldavia, 2011). En el tridngulo ABC con AB < AC, el punto H denota al
ortocentro. Los puntos Ay y By son los pies de altura desde A y B, respectivamente. El punto D es
la reflexién de C' con respecto a A1. Si E es la intersecion de AC'y DH, F la interseccién de DH y
A1B1, y G la interseccion de AF y BH, demostrar que CH, EG y AD concurren.

(Lista Corta IMO 2006, G6) Los circulos w; y wa con centros O1 y Oz son tangentes externamente
en un punto D, y tangentes internamente a un circulo w en E y F, respectivamente. La recta t es
la tangente comin de wi y ws que pasa por D. Sea AB el didmetro de AB de w perpendicular a t,
de modo que A, E y O estan a un mismo lado de t. Demostrar que las rectas AO,, BOs, EF y t
son concurrentes.

(Ronda de Correspondencia, Sharygin 2020, P15) Un circulo que pasa por los vértices B y D del
cuadrilatero ABCD corta a AB, BC, CD y DA en K, L, M y N, respectivamente. Un circulo
que pasa por K y M corta a AC en Py Q. Probar que L, N, Py @ son conciclicos.

(Balcanica 2015, P2) Sea ABC' un tridngulo escaleno con incentro I y circuncirculo w. Las rectas
Al,BI,CI cortan a w por segunda vez en D, E, F, respectivamente. Las parelelas desde I con
respecto a los lados BC, AC, AB cortan a FF,DF,DE en K, L, M, respectivamente. Probar que
los puntos K, L, M son colineales.

(Campeones Rumanos de Matematica 2016, P1) Sea ABC' un tridngulo y sea D un punto sobre el
segmento BC, D # By D # C. El circulo ABD corta al segmento AC' de nuevo en el punto interior
E. El circulo ACD corta al segmento AB de nuevo en el punto interior F. Sea A’ la reflexién de A
con respecto a la recta BC'. Las rectas A'C'y DFE se cortan en P, y las rectas A’B 'y DF se cortan
en Q. Probar que las rectas AD, BP y C'Q son concurrentes (or paralelas).

(APMO 2021, P3) Sea ABC'D un cuadrildtero ciclico convexo y I' su circuncirculo. Sea E la inter-
seccién de las diagonales AC' 'y BD. Sea L el centro del circulo tangente a los lados AB, BC,y CD,
y sea M el punto medio del arco BC de I' que no contiene a A y D. Probar que el excentro del
triangulo BCE opuesto a E estd sobre la recta LM.
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8. (Selectivo IMO, EE.UU., P6) Sea ABC un triangulo no equildtero y sean M,, M;, M. los puntos
medios de los lados BC, CA, AB, respectivamente. Sea S un punto sobre la recta de Euler de
ABC. Denétese por X, Y, Z las segundas intersecciones de M,S, MyS, M.S con el circulo de los
nueve puntos. Probar que AX, BY y C'Z son concurrentes.
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